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Summary — The genesis of the Cobb-Douglas production function — In the
last fifteen years, the development of the economic science has been charac-
terized by a shift in interest of a group of economists from the Keynesian
analysis to the analysis of production relations; i.e. production functions.

However, the production function is no recent phenomenon. In 18¢6
the Swedish economist Knut WickseLL already introduces in his work Finang-
theoretische Unftersuchungen — Darstellung wund Kritik des Steserwesens Schwedens
a labour productivity function, which in fact is a disguised production func-
tion. In 1916, again Knut WickserL suggests for the first time an explicit
production function in his article ,,Den ’kritiska punkten’ ilagen for jord-
brukets aftagande produktivitet”. Both the disguised function from 1896
and the explicit production function of 1916, are linear homogeneous and
power functions of the Coss-DoucrLas form.

Twelve years after the suggestion of WickseLL the professors C.W.
Coes and P. H. DoucLas create the first version of the Coss-DoucLas
production function (i.e. linear homogeneous) ignoring the work of WickseLL.

When in 1937 Davip DuranD’s suggestion is accepted i.e. to relaxe the
restraint that the sum of the exponents should sum to unity, the resulting
power function comes to be known as the famous Coes-DoucLas production
function.

It becomes evident that the explicit production function is no recent
phenomenon. The equation which has come to be known as the Coss-
Doucras function traces back to WickseLL at the end of the 19th century.

Only the relative isolation of WickseLL's work concerning production
theory and the more recently developed conception of the now famous
Coss-DoucLas production function are responsible for the impression
that production functions are recent phenomena.

1. INLEIDING

Sedert de laatste vijftien jaar is de ontwikkeling van de
economische wetenschap voor een groot deel beheerst door het
werk van een groep neo-klassicke economisten. Deze vakmensen
hebben het accent verlegd van de keynesiaanse analyse van de
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samenhang tussen bestedingen en inkomen naar het onderzoek
van de samenhangen in de produktie. Inderdaad, de kern van de
neo-klassieke theorie is de produktiefunctie en zij is dikwijls het
uitgangspunt van vele theoretische beschouwingen.

Nu mag echter niet de indruk ontstaan dat het verschijnsel
van de expliciete produktiefunctie van recente datum is. Hoe-
genaamd niet | Om deze impressie weg te nemen, hebben wij
gepoogd na te gaan wanneer en hoe de oudste en tegelijkertijd
ook bekendste produktiefunctie, nl. de Coss-DoucrLas-produktie-
functie, is ontstaan.

2. DE VOORLOPER

Het baart wel enige verwondering dat de zogenaamde en nu
wereldbekende Coss-DouGLaAs-produktiefunctie, zij het dan in
een verkapte vorm, haar eerste intrede doet in een financieel-
fiscaal werk op het einde van de 19e ecuw. Het is de Zweedse
economist en wiskundige Knut WickseLL, die in zijn herwerkt
en uitgebreid doctoraat, getiteld : Finangtheoretische Untersuchun-
gen — Darstellung und Kritik der Steuerwesens Schwedens (1), een
algebraische vorm voor de arbeidsproduktiviteit voorstelt. On-
middellijk moet gezegd worden dat deze functie in feite nog niet
de bekende vorm van de huidige Coss-DoucLass-produktie-
functie vertoont.

De wiskundige uitdrukking is zelfs geen zuivere produktie-
functie, doch een verkapte vorm, een voorloper, ervan.

In hoofdstuk IV betreffende de belastingterugslag op de
vergoeding van de produktieve krachten (Fortsetzung. Die Steuer-
incideny, auf die Vergiitung der produktieven Krifte einschliesslich der
Bodenleistungen) (2) van hogergenoemd werk handelt Knut Wick-
SELL over de bestaande band tussen de produktiefactoren, arbeid,
bodem en kapitaal, en de arbeidsproduktiviteit. De Zweedse
economist betoogt dat het aangewende kapitaal bij de landbouw-
produktie gelijk is aan de som van de totale uitgaven voor de
factor arbeid en de factor bodem. Bij deze vergelijking houdt

(1) K. WickseLr, Fimangtheoretische Untersuchungen — Darstellung wnd
Kritik der Stewerwesens Schwedens, Jena, 1896,
(2) Ibidem, blz. 42.
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hij tevens rekening met de factoren gemiddelde investeringstijd
van de arbeid en de bodem, omdat hij de volledige produktie-
periode, in de breedste zin van het woord, beschouwt. De ar-
beidsproduktiviteit is het resultaat van de samenwerking der
hogergenoemde factoren. WickseLL besluit dan dat de gemiddelde
jaarproduktie per arbeider een functie is van de bodem-arbeidsratio
en de gemiddelde investeringstijd van de arbeid en de bodem.

Hij beperkt zijn analyse betreffende de verhouding der
produkticfactoren niet enkel tot het micro-economisch vlak,
maar breidt ze uit tot op het macro-economisch vlak. ,,Es sei dlc
Proportion der verwendeten Bodenfliche zur verwendeten Ar-
beiterzahl innerhalb der einzelnen Geschifte derselben Art
anniherungsweise als gleich angenommen. Dann muss offenbar
jene Proportion mit dem Verhiltnisse iibereinstimmen, in dem
die ganze, innerhalb des betreffenden Geschiftszweigs in An-
spruch genommene Bodenfliche zu der ganzen daselbst be-
schiftigten Arbeiterzahl steht, oder — falls wir an unserer Voraus-
setzung festhalten, dazs nur eine einzige Giiterart im Lande pro-
duziert wird, — mit dem Verhiltnis der ganzen im Lande vor-
handenen Bodenfliche zur ganzen vorhandenen Arbeiterzahl,
wobei allerdings zunichst das ganze Bodenareal als von gleich-
missiger Giite und simtliche Arbeiter als von derselben Tiichtig-
keit vorausgesetzt werden™ (1).

In het aanhangsel van hoofdstuk IV stelt de Zweed cen
mathematische vorm voor die een inzicht moet geven in zijn
theoretische opvattingen. Deze uitdrukking is (2)

p=ch®ds
gemiddelde jaarproduktie per arbeider
constante
bodem — arbeidsratio
gemiddelde investeringstijd van de arbeid
gemiddelde investeringstijd van de bodem

m, n en v = parameters
WickseLL beschouwt in feite de investeringstijden van de beide
produktiefactoren als maat van de afnemende meeropbrengst van
de arbeidsproduktiviteit. De invoering van de factor ,,tijd”
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(1) K. WickseLy, op. eit., blz. 47.
(2z) Ikidem, blz. 53.
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in de functie heeft uitsluitend tot doel het afnemen van de meer-
opbrengsten der arbeidsproduktiviteit tot uiting te laten komen
over de totale produktieperiode. Dit blijkt dadelijk daar waar
WickseLL schrijft dat ,,... n und v beliebige echte Briiche sind,
deren Summe gleichfalls < 1 sein muss” (1). Wanneer echter
wordt verondersteld dat de aanwending van de factoren arbeid
en bodem een zelfde wel bepaalde periode duurt, b.v. cen jaar,
dan nemen de factoren ,,tijd” de waarde één aan.

Op deze wijze oefenen zij geen rechtstreekse invloed meer
uit op de bepaling van de produktieverbanden.

Keren wij terug naar de mathematische vorm en voeren wij
de verhoudingen er expliciet in, dan is

Ec@] e
P = produktic per jaar
A = arbeid per jaar
B = bodem per jaar

Wanneer wij deze formule aanpassen door de investerings-
tijden gelijk te stellen aan één en oplossen naar de produktie,
krijgen wij

P=CBmAC—m

Dit is de welbekende Coss-DouGLAs vorm met een homogeni-
teitsgraad gelijk aan één. WickseLL is zich echter wel bewust
van het geaggregeerd karakter der variabelen en wijst erop dat
zijn voorgestelde wiskundige vorm voor uitbreiding vatbaar is.
Bij de creatic ervan merkt hij op dat ,,... jede verschiedene
Bodenklasse eigentlich einen vcrschjcdencn Exponenten erhei-
schen, ...” (2). Bij nader bekijken van de resulterende pro-
duktiefunctie wordt vlug opgemerkt dat de factor kapitaal-
goederen niet expliciet wordt vermeld. WickseLL voegt deze
produktiefactor bij de factor ,,bodem”, zodat in feite deze factor
zowel de bodem als de kapitaalgoederen aanduidt.

Impliciet is in 1896 de Coss-DouGLas-produktiefunctie
geformuleerd, doch wij zullen twintig jaar moeten wachten
vooraleer zij expliciet zal voorgesteld worden.

(1) K. WickseLL, ap. ¢if., blz. 53.
(2) Ibidem, blz. 53,
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3. DE COBB-DOUGLAS-PRODUKTIEFUNCTIE

3.1. DE BEPERKTE PRODUKTIEFUNCTIE

3.1.1. Landbouw

Wanneer Knut WickseLL reeds in 1896 voor het eerst een
impliciete produktiefunctie van het Coss-DoucLas-type heeft
geformuleerd, is het slechts in 1916 dat hij als eerste een expliciete
produktiefunctie suggereert.

In reactie op een tijdgenoot, C. RoruriEs (1), die de wet
van de dalende produktiviteit van de landbouw verdacht maakt,
schrijft WickseLL het artikel ,,Den ’kritiska punkten’ i lagen for
jordbrukets aftagande produktivitet” (,,Het ’kritische punt’ in de
wet voor de dalende produktiviteit van de landbouw™) (2)
waarin hij hogergenoemde wet verdedigt. WickseLL herinnert
eraan dat, bij een gegeven gemiddelde technische kennis van de
ondernemer, de aanhangers van de landbouwproduktiviteitswet
proberen uit te leggen in welke mate de produktie stijgt of daalt
indien één of meerdere produktiefactoren zich wijzigen. Vanuit
deze veronderstelling is het voor de Zweedse economist duidelijk
dat de produktie een mathematische functie is van de aangewende

hoeveelheden arbeid, bodem en kapitaal. De resulterende functie is

p= £ (H., b: C,)
waarbij
p = gemiddeld produktieresultaat per jaar
a = arbeid (uitgedrukt in personen)
b = bodem, uitgedrukt in oppervlakte-eenheid van een
zekere kwaliteit
¢ = kapitaal, vitgedrukt in geld.

WickseLL voegt er onmiddellijk aan toe dat er over de werkelijke
aard van de functie weinig geweten is, omdat op het vlak van de
dataverschaffing de landbouwtechnische proefstations in gebreke

(1) C. Rornuies, ,,Om grinsen for jordbrukets intensifiering” (Over
de grens van de landbouwintensifiéring), Ekomomisk Tidskrift, 1916, vol.
XVIII, Hift 10, blz. 189-221.

(2) K. Wicksers, ,,Den ’kritiska punkten’ i lagen for jordbrukets
aftagande produktivitet”, Ekomomisk Tidskrift, 1916, vol. XVIII, Hift 1o,
blz. 285-2z9z. Dit artikel werd vertaald door mevrouw VERHAEGEN van
het Seminarie voor Scandinavistick van de Rijksuniversiteit te Gent.
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zijn gebleven. Niettemin is één belangrijke eigenschap van deze
functie gekend, namelijk dat ze homogeen van de eerste graad
is; d.w.z. dat bij verdubbeling van al die produktiefactoren de
produktie eveneens verdubbelt, of (1)

f (2a, 2b, 2¢) = 2 p
Hetzelfde geldt als het cijfer 2 vervangen wordt door een ander
geheel getal of breukgetal.

De Zweedse economist verklaart dat deze formules het
bekende feit uitdrukken, dat bij eenzelfde soort produktie zowel
de kleine als de grote landbouwbedrijven even vruchtbaar zijn.
Het is voor hem dan ook duidelijk wanneer bij een gelijkvormige
verhoging van de drie produktiefactoren blijkt dat de produktie
eenzelfde verhoging kent, de stijging van één der produktie-
factoren niet hetzelfde resultaat kan hebben. ,,Het feit waarop
dit berust, betoogt WickseLL is niet onmiddellijk van technische,
maar van economische aard, nl. eenvoudigweg het bestaan zelf
van een grondrente of van de prifs van het grondbezit” (2). In de
veronderstelling dat de produktie op een gelijkblijvend oppervlak
proportioneel kan verhogen door een verhoging van de factoren
arbeid en kapitaal, krijgt hogergenoemde functie volgend uit-
zicht (3)

f(2a,b,2¢) =2p

f(ﬂ., éb: C) =Pp
Hieruit volgt dat de producent met dezelfde hoeveelheid arbeid
en kapitaal op de helft van de bebouwbare oppervlakte, evenveel
kan produceren als op de totale oppervlakte, m.a.w. voor eenzelfde
produktie zou hij twee pachten kunnen betalen, wat economisch
onzin is. Daarmede is voor WickseLL de landbouwproduktivi-
teitswet bewezen.

Heel dit proces voltrekt zich, volgens de Zweed, in het
kader van een bepaalde technische kennis bij de ondernemer.
Wanneer echter bij verhoging van het technisch peil, de produktie
stijgt, wordt telkens een nieuwe produktiefunctic bekomen,
doch van dezelfde aard, d.w.z. homogeen van de eerste graad

of

(1) K. WickseLy, op. cit., blz. 287.
(2) Ibidem, blz. 288,
(3) Ibidem,
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en dalende produktiviteit bij stijging van één der produktie-
factoren, de andere constant gehouden. Volgens WicksELL
zouden deze functies zijn (1)

(ﬂ., b, C,:l =2p (IGSP. 3P, 4P, CﬂZ...)

WicksELL beperkt zich niet tot de algemene functionele produktie-
functie, maar stelt in een voetnoot bij hogergenoemd artikel een
meer gespecificeerde vorm voor nl. (2)

p=u*bfe’
De exponenten «, # en y zijn drie breukgetallen waarvan de som
één is. Deze machtsfunctie geeft, volgens WickseLL, op al-
gebraische wijze weer hoe de wet van de afnemende produktiviteit
werkt. Bij een verhoging van 10 9, van de factor arbeid, de overige
factoren constant gehouden, zal de produktic slechts verhogen
met circa 10 % « (3). Wanneer de factor ,kapitaal” eveneens
met 10 9, zou toenemen, wordt samen een produktieverhoging
van circa 10 9 (« + B) bekomen. Zo kan verder worden gegaan.
Tevens wordt door de gelijkstelling van de som der exponenten
aan één, gelijkblijvende schaalopbrengsten geponeerd.

In deze meer gespecificeerde uitdrukking wordt onmiddellijk
de Coss-DouGLas-vorm erkend. Er kan dus wel gezegd worden
dat twaalf jaar v66r de werkelijke lancering de Coss-DoucLas-
produktiefunctie reeds theoretisch door de Zweedse economist,
Knut WickseLL geconcipieerd is.

3.1.2. Industrie

Terwijl in 1916 voor de eerste maal de Coss-DouGLas-
produktiefunctie op een expliciete wijze voor de landbouw theo-
retisch is geconcipicerd, is de eerste empirische opstelling op
basis van industriegegevens gebeurd in 1928.

In het kader van de bestudering der produktieverschijnselen
aan de universiteit van Chicago, bemerkt professor Paul H.
DoucGLas, bij uitzetting van de indexen der aangewende factoren
arbeid en kapitaal evenals van de resulterende produktie van de
Amerikaanse industrie tijdens de periode 1899-1922 op semi-
logaritmisch papier, een opvallend patroon op de grafick. Hij

(1) K. WickseLL, op. ait., blz. 288.
(z) Ibiders, blz. 387.
(3) Benadering met behulp van het binomium van Newron.
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stelt vast dat de produktie steeds tussen de curven van de pro-
duktiefactoren ligt. Getroffen door dit beeld, vraagt Doucras
zijn collega, de wiskundige Charles W. Coss, een mathematische
vorm te concipiéren, welk dit waargenomen effect zou voor-
stellen.

Steunend op de toen bestaande produktietheorie, zoals de
vooropstelling van een homogene produktiefunctie van de eerste
graad en de onmogelijkheid van produktie bij niet-aanwending
van de produktiefactoren, maar zonder kennis van het werk
van Knut WickseLL, kiezen zij een functie die het best hoger-
genoemde eigenschappen weergeven.

In het artikel ,,A Theory of Production” (1) stellen C. W.
Cose en P. H. Doucras hun gekozen produktiefunctie voor,
nl. (2

& P =b LECh—N

P’ = voorspelde produktie-index van de industrie
b = constante

L. = arbeidsindex van de industrie

C = kapitaalindex van de industrie

In hetzelfde artikel passen zij de methode van de kleinste kwa-
draten toe om nummericke waarden te vinden voor de constante
en de parameter k, welk best P* in overecenstemming brengt met
de werkelijke produktie. De resulterende produktiefunctie is (3)
P’ =101 LY €Y

Aangezien het hier gaat over industriéle produktie, is het normaal
dat slechts rekening wordt gehouden met de factoren arbeid en
kapitaal. De produktiefactor bodem is dan ook door de auteurs
buiten beschouwing gelaten, omdat deze in constante verhouding
staat met de produktie.

3.2. DE VERALGEMEENDE PRODUKTIEFUNCTIE

Tot hiertoe is de Coss-DoucrLas-produktiefunctie steeds
voorgesteld als een homogene functie van de eerste graad, d.w.z.
met gelijkblijvende schaalopbrengsten. In feite wordt op deze

(1) C. W. Coss and P. H. Doucras, ,,A Theory of Production”,
American Economic Review, suppl. 1928, vol. XVIII, nar. 1, blz. 139-165.

(2) Ibidem, blz. 152.

(3) Ibidem.



wijze een bepetking gelegd op de mogelijkheden van de functie
om bepaalde verschijnselen te meten.

Reeds Knut WicksELL suggereert in zijn artikel over de
landbouwproduktiviteitswet (1), dat de macro-economische pro-
duktiefunctie niet noodzakelijk homogeen van de eerste graad
hoeft te zijn, omdat de samenvoeging van de totale factor ,,ar-
beid” met de totale factor ,,bodem” en de totale factor , kapitaal”
in een grotere dan proportionele aangroei van de produktie kan
resulteren. Hij illustreert dit met de beginfase van de ontginning
van een koloniaal land, omdat in zulke periode de aangroei van
de kolonisten het beter bewerken van de beschikbare bodem be-
vordert en dus aanleiding kan geven tot stijgende schaalop-
brengsten.

De werkelijke doorbraak van de veralgemening van de
Coss-Doucras-vorm gebeurt echter in 1937 in het artikel van
David Durano, nl. ,,Some Thoughts on Marginal Productivity,
with Special Reference to Professor Douglas’ Analysis” (2).
DuranD trekt hierin — zoals WickseLL dit reeds gedaan had —
het principe van de gelijkblijvende schaalopbrcngstcn voor de
totale economie in twijfel en zet dus één van de vooropstellingen
van Coss en Doucras op losse schroeven. Hij beweert verder
dat het juist de taak van de economisten is om zulks te onder-
zoeken en bijgevolg de produktiefunctie niet te beperkend mag
opgevat worden.

Duranp stelt dan een algemene Coss-Doucras-produktie-
functie voor nl. (3)

P=bLkC
Aangezien zowel de parameter k als | onafhankelijk van elkaar
worden geesr_lmecrd is het mogelijk dat de som der exponenten
groter dan één, kleiner dan één, of gelijk aan één is, m.a.w.
stijgende, dalende of gch;kbll;vcndc schaalopbrengsten aanduiden.

Het artikel van DuraND is voor DoucLAs en zijn mede-
werkers zo overtuigend geweest, dat zij de algemene vorm hebben

(1) K. WicksELL, op. eit., blz. 289.

(z) D. Duranp, ,,Some Thoughts on Marginal Productivity, with
Special Reference to Professor Doucras’ Analysis”, The Journal of Political
Economy, 1937, vol. 45, nr 6, blz. 740-758.

(3) Ibidem, blz. 755.
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aangenomen. Van dat moment af is de algemene machtsfunctie
aanvaard geworden als dé Core-Doucras-produktiefunctie.

4. NABESCHOUWING EN BESLUIT

Opmerkelijk is wel dat hoegenaamd niemand de poging van
Knut WickseLL om eerst in 1896 de arbeidsproduktiviteit, en
later, in 1916, de produktie in een mathematische vorm te vatten,
heeft opgemerkt.

Als in 1928 de eerste expliciete produktiefunctie definitief
haar intrede doet in de economische wetenschap, blijkt dat de
auteurs ervan, C. W. Coss en P. H. DoucLas, niets afweten over
het werk van Knut WickseLL terzake. De verklaring voor dit
feit is hoogstwaarschijnlijk te vinden in, de min of meer geisoleerd-
heid van het werk van Knut WickseLL — Zweeds en Duits
taalgebruik — voor de Angelsaksische economisten, die zich
bezighielden met produktieverschijnselen.

Los van dit alles kunnen wij zeker besluiten dat de expliciete
produktiefunctie geen recent verschijnsel is, maar reeds de eerste
sporen te bespeuren vallen bij één van de grondleggers van de
Zweedse school op het einde van de 19de ecuw.



